Recenzja pracy doktorskiej
mgr Magdaleny Tyniec-Motyki
pt. ,,Dekompozycje graféw na skojarzenia
oraz zagadnienia pokrewne”

Rozprawa doktorska mgr Magdaleny Tyniec-Motyki zawiera wyniki jej
pracy nad dwoma problemami z pogranicza teorii graféw i teorii konfiguracji
kombinatorycznych. Pierwszy z tych probleméw dotyczy ortogonalnych 1-
faktoryzacji graféw wielodzielnych, a drugi maksymalnych kolorowar grafu
pelnego. Sa to naturalne problemy, ktére sa inspirowane i nawigzuja do
klasycznych wynikéw teorii konfiguracji kombinatorycznych.

Formalnie, praca podzielona jest na wstep i trzy rozdzialy. We wstepie
autorka rysuje bardzo ogolne tlo tematyki, ktoéra zajmuje si¢ w rozprawie
oraz anonsuje zawarto$¢ poszczegolnych rozdzialow. W przystepnie napisa-
nym rozdziale 1 podaje definicje poje¢ wyste¢pujacych w rozprawie, a takze
omawia najwazniejsze wyniki zwiazane z tematyka pracy. Rozdziaty 2 i 3
poswiecone sa dwom problemom wspomnianym wyzej.

Rozdzial 2 zaczyna sie od podrozdziatu, w ktéorym Autorka omawia po-
wigzania ortogonalnych 1-faktoryzacji grafow z kwadratami taciniskimi i kwa-
dratami Rooma. Te rozwazania ilustrowane sa przykladami. Gléwny wynik
rozdziatu 2 zawarty jest w drugim podrozdziale (Twierdzenie 2.2.10). Jest
to pelna charakteryzacja zrownowazonych pelnych grafow wielodzielnych,
ktore posiadaja pare ortogonalnych 1-faktoryzacji. Dokladniej, znalezione
sa wszystkie wartosci parametrow p i ¢, dla ktorych graf Ky, tj. pelny
graf p-dzielny o klasach niezaleznych wierzchotkéw licznosci ¢, ma parg orto-
gonalnych 1-faktoréw. Zaleta tego wyniku jest jego kompletnosé — catkowite
rozwigzanie problemu istnienia takich faktoryzacji w zréwnowazonych gra-
fach wielodzielnych. W dowodzie tego wyniku korzysta si¢ z powigzania
rozwazanych par 1-faktoryzacji takich grafow z tzw. konfiguracjami Ho-
wella (bedacymi wspolnymi uogoélnieniami kwadratéw Rooma i ortogonal-
nych kwadratow tacinskich). Dla wiekszoSci wartosci parametréw p i q ist-
nienie odpowiednich konfiguracji Howella wynika z klasycznego rezultatu An-
dersona, Schellenberga i Stinsona z 1977 roku lub jest konsekwencja istnienia
tzw. ramek Rooma. Ten ostatni wynik tez jest klasycznym rezultatem teo-
rii konfiguracji kombinatorycznych. W tych przypadkach do udowodnienia
gtéwnego wyniku rozdzialu, obok uzycia wyzej wspomnianych klasycznych
twierdzen, Autorka wykorzystala pewna konstrukeje rekurencyjna ortogonal-
nych 1-faktoryzacji dla zrownowazonych grafow wielodzielnych. Najtrudniej-
szy okazal sie przypadek grafu Ky, kiedy wyzej opisane ogolne konstrukcje
nie daja sie zastosowaé ze wzgledu na nie istnienie odpowiednich konfiguracji



(kwadratu Rooma czy ramki Rooma). W tym przypadku Autorka wykorzy-
stala jeszcze inng znana metode konstrukeji konfiguracji Howella za pomoca
tzw. starteréw i sumatorow. Gléwna trudnosé polegalta tu na odpowiednim
wyborze starteréw i sumatorow.

Ostatnie dwa podrozdzialy rozdzialu 2 zawieraja jeszcze kilka innych
drobnych wynikéw. W podrozdziale 3 Autorka pokazala jak wykorzystacé
pewne inne konfiguracje kombinatoryczne takie, jak systemy trojek Steinera
czy konfiguracje transwersalne do rekurencyjnych konstrukeji ortogonalnych
1-faktoryzacji zrownowazonych grafow wielodzielnych. W ostatnim podroz-
dziale rozdzialu 2 Autorka dokonala przegladu znanych wynikéw dotycza-
cych wielowymiarowych kostek Rooma i wielowymiarowych konfiguracji Ho-
wella, a takze wiecej niz dwoch wzajemnie ortogonalnych kwadratéw lacin-
skich. Nastepnie pokazala jakie rezultaty na temat wiecej niz dwoch wza-
jemnie ortogonalnych 1-faktoryzacji zrownowazonych grafow wielodzielnych
wynikajg z tych rezultatow.

Podsumowujac, do dowodu gléwnego wyniku rozdziatu 2 Autorka wyko-
rzystala klasyczne metody i konstrukcje wykorzystywane w teorii konfigura-
cji kombinatorycznych. Niemniej jednak wymagalo to dogtebnego poznania
tych metod i zdobycia niezbednych intuicji, aby je skutecznie zastosowa¢ do
rozwigzania otwartego problemu.

Rozdzial 3 po$wiecony jest badaniu maksymalnych czesciowych koloro-
wan wlasciwych krawedzi grafu petlnego K,,. Sa to takie wlasciwe kolorowa-
nia czeéci krawedzi grafu pelnego x/(K,) kolorami (gdzie x'(K;) to indeks
chromatyczny grafu K,), ktore nie dadza sie rozszerzy¢ na zadna niepo-
kolorowang krawedz. Celem, jaki postawila sobie Autorka w omawianym
rozdziale jest znalezienie wszystkich liczb m, dla ktorych istnieje takie ko-
lorowanie z dokladnie m pokolorowanymi krawedziami. Zbior takich liczb
m nazywa spektrum rozwazanego problemu. Problem ten jest podobny do
dosé szeroko badanego problemu istnienia czesciowych kwadratow tacinskich,
ktéry mozna przetltumaczy¢ na problem czeSciowych kolorowan wlasciwych
krawedzi grafu pelnego dwudzielnego K, ,. W tym kontekscie naturalne jest
podjecie badari analogicznego problemu dla graféw peinych, ktérego dotyczy
glowna czesé rozdziatu 3.

W pierwszym podrozdziale rozdziatu 3 Autorka dokonata szerokiego prze-
gladu wynikéw dotyczacych maksymalnych obiektéw kombinatorycznych bar-
dziej lub mniej zwigzanych z tematyka rozdziatu. W podrozdziale 2 wprowa-
dzita kilka niezbednych definicji i oméwila zwiazki rozwazanych kolorowan z
czesciowymi kwadratami tacinskimi.

Gléwne wyniki tego rozdzialu znajduja sie w nastepnych dwoch pod-
rozdziatach. W podrozdziale 3, dla szerokiego zakresu warto$ci parametru



m, Autorka pokazala istnienie maksymalnych czesciowych kolorowan wta-
$ciwych krawedzi grafu pelnego K, o dokladnie m pokolorowanych krawe-
dziach. Dowdd tego twierdzenia wymagal szeregu pomystowych konstruk-
cji inspirowanych gléwnie tzw. kanonicznym kolorowaniem krawedzi grafu
pelnego. W kolejnym podrozdziale pokazany jest warunek konieczny, jaki
musi spetniaé liczba m, aby istnialo maksymalne czesciowe kolorowanie wia-
$ciwe krawedzi grafu K, o m krawedziach. Do dowodu tego nietrywial-
nego warunku uzyto nieréwnosci Jensena. Zestawienie wynikow zawartych
w omawianych podrozdzialach pozostawia tylko stosunkowo niewielki zakres
wartosci parametru m, dla ktérego nie wiadomo, czy istnieje maksymalne
czesciowe kolorowanie wlasciwe krawedzi grafu K, o m krawedziach.

W ostatnim podrozdziale rozdzialu 3 Autorka zajmuje sie pewnym uogol-
nieniem problemu rozwazanego w poprzednich podrozdziatach. O ile bowiem
tam interesowaly ja wytacznie kolorowania, gdzie liczba koloréw jest réwna
indeksowi chromatycznemu grafu pelnego, to tutaj liczba koloréow jest do-
wolna. Najpierw pokazuje metodami podobnymi jak w poprzednim pod-
rozdziale analogiczny warunek konieczny dla tego ogélniejszego problemu, a
nastepnie rozwaza kolorowania ,mala” liczba koloréw i znajduje odpowiednie
spektra dla k = 1,2, 3,4 koloréw. Ta czes¢ pracy polega na drobiazgowym
zmudnym rozwazeniu wielu mozliwych przypadkéw. Na koricu tego podroz-
dziatu Autorka rozwaza problem w pewnym sensie antypodyczny. Znajduje
mianowicie najwieksza liczbe koloréw, dla ktérej rozwazany przez nig pro-
blem jest nietrywialny. Ta liczba okazuje si¢ by¢ 2n — 4. Dla tej liczby kolo-
row stara sie znalezé spektrum. Dla grafow pelnych o parzystej liczbie wierz-
cholkéw Autorka znajduje niemal cate spektrum. Dla graféw o nieparzystej
liczbie wierzchotkéw wyniki sa mniej kompletne. Konstrukcje odpowied-
nich kolorowan w tej czesci pracy sa dos¢ interesujace. Autorka konstruuje
odpowiednie kolorowania uzywajac kolorowan dla mniejszych graféw, potem
odpowiednio ,rozszczepia’ wierzcholki i przekolorowuje krawedzie. Wykorzy-
stuje tez wynik Héggkvista i Janssena o kolorowaniu krawedzi grafu pelnego
z list. W tej czeSci pracy brakuje mi twierdzenia zbierajacego i podsumo-
wujacego wszystkie wyniki dotyczace spektrum dla liczby koloréw réwniej
2n — 4. Wyniki sg rozproszone po lematach i trudno si¢ zorientowaé dla
jakich wartosci parametru m problem zostal rozstrzygniety, a dla jakich po-
zostaje otwarty. Brak tu tez dyskusji dotyczacej tej kwestii i sformulowania
jakiej$ hipotezy sugerujacej jak wyglada pelne rozwigzanie problemu spek-
trum w tym przypadku.

Podsumowujac, praca doktorska mgr Magdaleny Tyniec-Motyki zawiera
dwa solidne wyniki (Twierdzenia 2.2.10 1 3.3.9), ktére dotycza probleméw po-
wigzanych z klasycznymi i waznymi rezultatami z zakresu teorii konfiguracji
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kombinatorycznych i ekstremalnej teorii graféw. Pierwszy z tych wynikow
calkowicie rozwigzuje problem charakteryzacji zrownowazonych pelnych gra-
fow wielodzielnych, ktore posiadaja pare ortogonalnych 1-faktoryzacji. Drugi
jest nieco mniej kompletny, ale zawiera opis niemal catego zbioru wszystkich
liczb m, dla ktérych istnieje maksymalne czeSciowe kolorowanie wlasciwe
krawedzi grafu pelmego K,, w ktorym jest dokladnie m pokolorowanych
krawedzi. Problemy rozwazane w rozprawie sa naturalne dla tego dzialu
matematyki i moga okazaé sie interesujace dla badaczy pracujacych w tej
dziedzinie. Oba gléwne wyniki rozprawy zostaly juz opublikowane w cza-
sopismach z listy JCR. Do uzyskania swoich rezultatéow Autorka nie uzyla
jaki§ nowatorskich metod, ale pokazala, ze bardzo dobrze poznala i opano-
wala metody konstrukeji rozmaitych obiektow kombinatorycznych stosowane
w teorii konfiguracji kombinatorycznych i pokrewnych zagadnieniach grafo-
wych. Konstrukcje te w wielu przypadkach wymagaty sporej pomystowosci i
bieglosci, a czasem zmudnego rozwazenia wszystkich przypadkow. Niektore
konstrukeje Autorki wykorzystuja wyniki innych autoréw, co dobrze swiad-
czy o jej znajomosci literatury. Widaé, ze Autorka zdobyta duza wiedze w
zakresie tematyki zwigzanej z rozprawa doktorska, zapoznala si¢ z bardzo
duza liczba wynikéw rozmaitych autoréw.

Praca napisana jest starannie. Dowody zredagowane sa zrozumiale, z
odpowiednig liczba szczegolow. Znalaztem niewielka tylko liczbe drobnych
btedéw. Dosé kontrowersyjne jest uzywanie przez Autorke, w niektoérych
fragmentach pracy, slowa lemat. Na og6! mianem takim okresla sie fakt
pomocniczy stuzacy do dowodu jakiegos$ wiekszego rezultatu. Tymczasem na
przyklad w ostatnim podrozdziale pracy wszystkie wyniki Autorki wystepuja
jako lematy i nie sa nigdzie juz wykorzystane. By¢ moze nalezaloby uzywac
okreslenia w takim kontekscie stowa stwierdzenie (ktore jest stosowane w
innych fragmentach pracy).

Konkludujac uwazam, ze praca doktorska mgr Magdaleny Tyniec-Motyki
bez zastrzezen spelnia wymagania ustawowe i zwyczajowe stawiane rozpra-
wom doktorskim i uzasadnia nadanie jej stopnia naukowego doktora nauk

matematycznych.
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